LECON N° 150 : POLYNOMES D’ENDOMORPHISME EN DIMENSION FINIE. REDUCTION D'UN ENDOMOR-

PHISME EN DIMENSION FINIE. APPLICATIONS.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

[ I/ Polyndémes d’endomorphismes. ]

[A/ L’algebre K[u]. [MAN] [ROM]]

| Définition 1 : Définition de P(u).

Proposition 2 : K[X] — L(E) : P — P(u) est un morphisme d’algébres dont
limage est Klu].

Définition 3 : Polynéme minimal et idéal annulateur, qui existent toujours car
L(E) est de dimension finie.

| Proposition 4 : dim(Klu]) = deg(my,)-

Exemple 5 : Le polynéme minimal d’une symétrie vectorielle qui n’est pas une
homothétie est X2 — 1.

Remarque 6 : Polynome minimal d’'une matrice, lien avec celui des endomor-
phismes.

| Proposition 7 : P € K[X], P(u) € K[u]* < PAm, =1.

Proposition 8 : K[u] est un corps si et seulement si K[u] est intégre, ce qui équivaut
a m, irréductible.

[B/ Polynéme caractéristique. [G] [ROM] [MAN] [FGNAlgz]]

| Définition 9 : Polyndéme caractéristique.
| Proposition 10 : Si A et B sont semblables, alors x4 = x5-
| Corollaire 11 : On peut donc définir y,, pour u € L(E).

| Exemple 12 : Cas de la dimension 2.

Algorithme 13 : Algorithme de Fadeev-LeVerrier pour le calcul du polynéme ca-
ractéristique (sommes de Newton pour exprimer les coefficients du polynéme ca-
ractéristique).

| Proposition 14 : X est valeur propre si et seulement si x,(A) = 0.

Application 15 : Matrice compagnon Cp, ses valeurs propres sont les racines de
P.

| Proposition 16 : x4 = xpa pour tout A, B € M, (C).

Proposition 17 : La fonction M +— xas est continue, mais pas M — my; pour
K= ou C.

| Application 18 : L’ensemble des matrices nilpotentes est fermé pour IK =1R ou C.

[C / Polynomes d’endomorphismes et sous-espaces stables. [MAN] [ROM] ]

| Théoréme 19 : Lemme des noyaux.
| Application 20 : Cas ou my =[] P,

Proposition 21 : Si F est u-stable, alors Xu|F|Xu et il en est de méme pour le
polynéme minimal.

[ II/ Application a la réduction des endomorphismes. ]

[A/ Diagonalisation et trigonalisation. [BER] [ROM] ]

| Définition 22 : Endomorphismes diagonalisables.
| Proposition 23 : Critéres pratiques de diagonalisation.
| Proposition 24 : Critéres basés sur les polynomes d’endomorphismes.

Application 25 :
I’annule.

Une matrice est diagonalisable sur E, si et seulement si X? — X

| Définition 26 : Endomorphismes trigonalisables.



| Proposition 27 : u est trigonalisable si et seulement si y,, est scindé.

Exemple 28 : Dans C algébriquement clos, tous les endomorphismes sont trigona-
lisables.

Développement 1

| Théoréme 29 : Décomposition de Dunford par la méthode de Newton.

[ B/ Réduction en sous-espaces stables. [ROM] ]

| Théoréme 30 : Réduction de Jordan.

| Remarque 31 : Permet d’obtenir la matrice dans une forme privilégiée.

[III/ Applications des polynémes d’endomorphismes. ]

[ A/ Calcul d’inverse et puissances. [MAN] ]

Proposition 32 : Si A est annulée par un polynéme P € K[X] tel que P(0) = 0,
alors A™! € K[A] et on peut exprimer 'inverse.

Application 33 : Lorsque ’on connait un polynéme annulateur P de u, on peut
calculer uF en effectuant la division euclidienne de X* par P.

|Exemple 34 : Cas de la dimension 2 dans tous les cas.

[ B/ Exponentielle de matrices. [ROM] [ZAV] ]

On suppose ici IK=1R ou C.
| Définition 35 : Exponentielle matricielle.

| Proposition 36 : e4 € GL,(K) et ()™ =4,

Application 37 : Calcul de 'exponentielle matricielle avec décomposition de Dun-
ford.

| Application 38 : Résolution du systéme différentiel Y/ = AY.

Développement 2

| Proposition 39 : exp(A4) € K[A].
| Lemme 40 : C[A]* est connexe par arcs.

| Proposition 41 : exp : M, (C) — GL,(C) est surjective.

Application 42 : exp(My,(R)) = {M?, M € GL,(R)}.
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